PRAVA I RAVAN

Kakav moZe biti medusobni poloZaj prave i ravni ?

YA VTR _ZTA G pavan 7o Ax+By+Cz+ D=0

Posmatrajmo pravu  p:
/ m n

Naravno, znamo da je vektor pravca prave 13 =(l,m,n) a vektor normalnosti ravni n= (4,B,C)

i) Prava i ravan su paralelni

Ovde su vektori 13 =(l,m,n) 1 n= (4, B,C) medjusobno normalni , pa je :

—

n-p=0-—>Al+Bm+Cn=0

ii) Prava p lezi u ravni 7

Ovde mora da vaze dva uslova :
Prvo da kao kod paralelnosti bude 4/+Bm+Cn=0 aondaidaje Ax, +By +Cz +D =0, Stoznaci da

tacka koja pripada pravoj pripada i ravni.



iii) Prava prodire ravan

P Yo Zed

Ako prava p prodire ravan 7z ondaje Al+ Bm+Cn#0, to jest vektori pravca prave i vektor
normalnosti ravni nisu medjusobno normalni.

Primer 1.

x+3 y-2 z-5

Nadi prodor prave p:
P P P 2 -4 -1

krozravan a: 2x—-4y-z-2=0

Resenje:

Najpre ¢emo pravu prebaciti u parametarski oblik

x+3 y-2 z-=-5 x+3 y—2 z-5
= = =t =tA =tA =t
2 -4 -1 2 —4 -1
x=2t-3
y=—4t+2
z=—t+5

Sad ovo zamenimo u jednacinu ravni:
2x—4y—-z-2=0

22t =3)—4(-4t+2)—(-t+5)-2=0
4t-6+16t-8+t-5-2=0

21t =21—>1t=1

Vratimo t=1 ux,yiz
x=2t-3—>x=21-3=-1->x=-1
y==4t+2—>y=-41+2="2->y=-2
z=—t+5—>z=-1+5=4—>z=4

Dakle, tacka prodora je P(—1,-2,4)



Ugao izmedju prave i ravni je oStar ugao izmedju prave i njene normalne projekcije na ravan.

p

Ako je vektor pravca prave p = (I,m,n) a vektor normalnosti ravni n=(A4,B,C) onda je :

per| | AL+ Bm +Cn
‘EH%‘ - A+ B+ NP +m* + 1

sing =

Specijalno,prava je normalna na ravan ako su vektori ; =(l,m,n) i n=(4,B,C) kolinearni, to jest % = B =
m

3|0

Kako odrediti rastojanje neke tacke od prave?

. .. .. e X—X - z—z
Ako to rastojanje obeleZimo sa d , a trazimo rastojanje tacke M (x,,y,,z,) od prave p: 7 0 Y7 Jo _ ¢,
m n

. ) ‘M oM, % ;‘
onda to rastojanje racunamo po formuli d =———

E

Kako odrediti najkrace rastojanje izmedju pravih ?

X=X _ YW _Z27%
/) m, n, L m, n,

Neka su nam date prave : p, :

P

M, (3, 3,,2) b M, (x,%,,2) A

slika 1 slika 2 slika 3



Najpre iz datih jednacina proc¢itamo tatke M, (x,,y,,z,) 1 M,(x,,»,,z,). (slika 1.)
Zatim oformimo vektore M 4, = p, =(I,,m,,n) , M, 4, = p, =(L,m,,n,) i MM, =(x,—x,,y,—,,2,—z) (slika 2.)
Nad ovim vektorima konstrui§emo paralelopiped! Visina tog paralelopipeda , povucena iz tacke M, (x,,y,,z,) je

ustvari najkrace rastojanje izmedju ovih prava. ( slika 3.)

. ‘Mle'(plxpz)‘
To jest : d= ——
P % pz‘
Primer 2.
Nadji najkrace rastojanje izmedju pravih  p, : %: % = Zl_l i X x;—l = y;2 = Z_ll
Resenje:

Iz datih jednacina ¢emo najpre procitati tacke 1 vektore pravaca datih pravih...

2 3 1
IZ% lezyzzzz_ll_)Mz(_lsz’l)/\pﬁz:(z’l’_l)

MM, =(x,-x,y,-¥,2z,—2)=(-1-0,2-0,1-1) = (-1,2,0)
i
pxp,=|2
2

k
1| =—4i+4] -4k = (-4,4,-4)

—_— W .

-1

Pxp| = (-4 +47 4 (-4) =\16:3 =443
MM, -(p,% py) =(~1,2,0)-(~4,4,~4) =4+ 8 -0 =12
Sad iskoristimo formulu:

d_\Mle-(EXE)\_ 12 3 33 33
x| W3 3 B3B3




Kako odrediti zajednicku normalu za dve mimoilazne prave?

X=X Y=Y _Z—Z i p,: X=X, Y=V, Z—2%
= = ) = =
/, m, n, l, m, n,

?—y‘pl / Mudim ym ) P> / M Y 20 P> n / Modvm ym ) P2
p: P, 2 2

m

2

Neka su nam date prave p, :

Mdxa ymzd !)l M o Xem Vomg 2} pl M (X Yim ) pl M (X Yimp ) }7
- I~ ~ "~
slika 1 slika 2 slika 3 slika 4

Najpre uo¢imo njihove tacke i vektore pravaca ( slika 1.)

Uocimo ravan 7 koja sadrZi pravu p, 1 paralelna je sa pravom p,. Vektor normalnosti ove ravni 7 ¢emo naci preko
n(4,B,C)=p,xp, (slika2.)

Dalje postavimo ravan 7, koja sadrZi pravu p, 1 normalna je naravan 7 ( slika 3.)

X=X Y=»n zZ-%
Jednacinu ove ravni ¢emo naci preko : 7, : A B C |=0

l, m, n

Dalje postavimo ravan 7, koja sadrzi pravu p, 1normalna je naravan = ( slika 4.)

X=X, Y-y, z—1z,
Sli¢no kao malopre, jednac¢inu ravni 7z, trazimo 7, : A B C [=0

A m, n,
Presek ove dve ravni daje pravu koja je zajednicka normala za dve date prave!

Primer 3.

o . e . X—
Napisati jednacinu zajednicke normale pravih : p,: —— =
Resenje:

Najpre odavde procitamo tacke i vektore pravaca...

p x—_llzgz%—)MI(I,O,O)/\E:(_LLI)



:%:gﬁMz(OaO,O)/\E:(O’Lz)

Dalje trazimo n(4, B,C) = 171 X 172

i j ok
n(4,B,C)=p,xp,=|-1 2 1|=3i+2j-k=(3,2,-1)
0 1 2
Trazimo ravan 7, :
X=X, Y-y z-z x-1 y-0 z-0
P/ A B C |=0—>] 3 2 -1{=0->2x-y+4z-2=0
A m, n, -1 2 1
Trazimo ravan 7,:
X=X, Y-y, z-1z, x-0 y-0 z-0
T, Y| B C |[=0—>| 3 2 -1 |=0->5x-6y+3z=0
I m, n, 0 1 2

2x—y+4z-2=0

Jednacina trazene normale je n: {
5x-6y+3z=0

Naravno, ova prava je data kao presek dve ravni, ako od vas traze u zadatku, lako ¢e te je prebaciti u neki od drugih

oblika...



